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　　摘　要 :　本文提出了一种可容许的支撑矢量机核—尺度核.该尺度核函数可以被看作是一个具有平移因子的多

维尺度函数 ,它能作为平方可积空间的子空间上一组完备的基函数.在此意义上 ,采用尺度核函数的支撑矢量机 ,可以

认为是在尺度空间中寻找最佳的尺度系数.因此在理论上尺度核函数支撑矢量机能够以零误差逼近某一空间上的任

何目标函数 ,文中给出的仿真实验进一步验证了它的可行性和有效性.
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Abstract :　A kind of admissible support vector kernel called scaling kernels are presented in this paper. In fact ,scaling kernels

are the multi2dimensional scaling function with translation vectors and they are a set of complete bases in the sub2space of the square

and integrable space. Hence ,the goal of scaling kernel function support vector machines is to find the optimal scaling coefficients in a

scaling space. In terms of theory ,scaling kernel function SVMs can approximate any objective function in some space by any precision.

The results obtained by our simulations show the feasibility and validity of scaling kernels.
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1　引言
　　无论是对模式识别 ,还是对回归分析来说 ,支撑矢量机的

非线性处理能力都是通过“核映射”[1～3 ]的方法来实现的.“核

映射”把输入空间的样本映射到高维的特征空间 H ,在 H空间

中 ,我们只需进行线性的识别或回归就能达到非线性处理的

目的.但上述的核函数有一限制 ,须满足 Mercer条件[4 ,5 ] .已

有的如高斯核函数就是一种普遍使用的支撑矢量核 ,它在模

式识别和回归分析中都表现出了良好的映射性能.但是我们

在实际运用中发现 ,对于目前已有的支撑矢量核 ,支撑矢量机

是不可能逼近某一 L2 ( RN ) (平方可积空间)子空间上的任意

函数的 ,因为已有的核函数通过平移不可能生成该子空间上

的一组完备的基.这种基的不完备性导致了分类支撑矢量机

不能逼近该子空间上的任意分类界面 ,同样回归支撑矢量机

也不能逼近任意的目标曲线.

基于以上的考虑 ,我们需要寻找一种核函数 ,这种核函数

仅通过平移就能生成 L2空间上的一组完备的基.其实这样的

函数上早已给出 ,就是尺度函数.本文证明了由尺度函数构成

的尺度核函数是满足 Mercer条件的 ,它可以作为支撑矢量机

核函数来使用.尺度核函数实际上就是具有平移因子的多维

尺度函数 ,因此尺度核函数就是一组完备的基.尺度核函数支

撑矢量机 ,就相当于在以多维尺度函数及其平移为基张成的

尺度空间中 ,寻找问题的最佳逼近系数 ,即支撑矢量机中的

Lagrange乘子α.我们用仿真验证了尺度核函数的逼近性能 ,

并对尺度核函数和高斯核函数的逼近能力进行了比较.结论

表明尺度核的逼近性能相当好.本文提出的尺度核函数也可

用在分类问题及其他可用支撑矢量算法解决的问题中.

2　支撑矢量机及支撑矢量核
211　支撑矢量机

我们以回归支撑矢量机为例来简单地回顾支撑矢量机.

在回归支撑矢量机中 ,我们利用某种非线性映射 Φ,把输入

空间的样本 x 映射到某一特征空间 H中.在这个特征空间

中 ,我们可以进行线性回归[1 ,3 ]分析 :

f ( x) = w·Φ( x) + b (1)

其中 b∈R表示阈值 , x∈RN , w∈H ,Φ: RN →H.这里要求输

入空间的训练样本{ ( xi , yi) | xi ∈RN , yi ∈R , i = 1 , ⋯, l}是独

立同分布的.因此在高维特征空间中的线性回归对应于输入

空间的非线性回归.式 (1)中的 w·Φ( x)需要在特征空间中计

算 ,同时对于实际一些复杂的应用 ,我们希望Φ( x)能把输入

空间映射到一个较高的高维空间 ,这样将带来计算量的迅速

增加.而支撑矢量机巧妙地通过引入支撑矢量核

K( xi , xj) =Φ( xi)·Φ( xj) (2)

解决了这一问题.从后面可以看到 ,正是由于支撑矢量核的应

用 ,我们才能够避免对式 (1)的直接计算.

回归支撑矢量机是即以最小风险代价找到函数 f . Vapnik

建议采用下式来最小化风险代价来得到函数 f [3 ,5 ,6 ] :

min　　1
2
‖w‖2 +

C
l
∑
l

i = 1
| yi - f ( xi) |ε (3)

其中 C > 0是惩罚因子 .表达式 (3)中的第二项为ε2insensitive

损失函数 :

| y - f ( x) |ε=
0 ,

| y - f ( x) | -ε,
　
当| y - f ( x) | ≤ε

其他情况
(4)
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　　在确定了核函数后 ,支撑矢量机把上述问题最终归结为

如下的一个半正定凸二次规划问题 :

　max　W (α( 3 ) ) = -ε∑
l

i =1

(α3
i +αi) + ∑

l

i =1

(α3
i -αi) yi

-
1
2 ∑

l

i , j =1

(α3
i -αi) (α3

j -αj) K( xi , xj) (5)

　　　　　s. t . 　　　∑
l

i =1

(α3
i -αi) = 0

α( 3 )
i ∈[0 ,

c
l

]

其中α( 3 )
i 是相应训练样本 xi 的 Lagrange 乘子. 为了简略 ,

α( 3 )
i 表示带星号和不带星号的 Lagrange乘子 ,ε为 Vapnik定

义的ε- insensitive损失函数阈值.同时得到 :

w = ∑
l

i =1

(α3
i -αi)Φ( xi) (6)

把式 (6)代入到 (1)中 ,有

f ( x) = ∑
l

i =1

(α3
i -αi) K( x , xi) + b (7)

从式 (7)中 ,我们不仅可以看到非线性映射Φ不再出现 ,取而

代之的是核函数 K,我们即使不知道非线性映射Φ的具体形

式 ,也能进行非线性处理.同时我们从函数逼近的角度还能发

现 , K( x , xi)可以看成是一组基函数 (不一定正交) ,对目标函

数的逼近可以用这一组基函数的线性组合再加上一截距 b

来完成 ,留下的问题就是寻找一组线性组合的系数 (α3
i -

αi) .这样支撑矢量机就有了一种逼近意义上的解释 ,在支撑

矢量处 ,须用一个中心在该支撑矢量处的基函数来逼近 ,而在

非支撑矢量处 ,可以用周围支撑矢量点上的基函数的旁瓣来

叠加而成.

212　支撑矢量核

支撑矢量核可以是特征空间中的点积形式 ,如 K( x , x′)

= K( < x·x′> ) ,也可以是平移不变形式 K( x , x′) = K( x -

x′) [5 ] .实际上一个函数只要满足 Mercer条件 ,这个函数就是

一个可容许的支撑矢量核函数.

Mercer条件[4 ,5 ]可以写成

κL
2

ªL
2

K( x , x′) g ( x) g ( x′) dxdx′Ε 0 (8)

其中 Π g ( x) ∈L2 ( RN) , K( x , x′) ∈L2 ( RN) ªL2 ( RN) .

如果一个函数 K满足式 (11) ,则它可以被分解为两个函数的

点积 ,如式 (2) .

对于平移不变函数 ,由于很难将之分解为两个相同函数

的点积形式 ,所以文献 [4 ]提供了另外的条件 :如果一个函数

K( x)的 Fourier变换满足下式

F[ K] (ω) = (2π) - N/ 2∫RN exp ( - i (ω·x) ) K( x) dx Ε 0 (9)

其中 x∈RN , i = - 1 ,那么该函数就是一种可容许的支撑矢

量核 ,且有如下形式

K( x , x′) = K( x - x′) (10)

我们可以利用这两个条件来构造可容许的支撑矢量核.

3　尺度核函数

　　在子波理论中 ,尺度空间 ,尺度函数 ,子波空间 ,子波函数

都是非常重要的概念[7 ,8 ] .当 N充分大时 ,近似地有 L2 ( R) =

VN .因此可以对 L2 ( R)空间进行分解 :

L2 ( R) = VN = VN - 1 © WN - 1 = VN - 2 © WN - 2 © WN - 1 = ⋯

= V0 © W0 © W1 ©⋯© WN - 2 © WN - 1

= V - ∞© W - ∞©⋯© W - 1 © W0 © W1 ©⋯© WN - 2 © WN - 1

这样如果我们把 VN 空间的尺度函数作为基函数 ,由尺

度函数的性质可知 ,可以通过平移来生成 VN 空间中的一组

完备的基 ,则在此空间中的任意函数都可以表示为尺度函数

的线性组合.

若记一维尺度函数为 <( x) ,那么可分离的多维尺度函数

的特殊情况可以写成[8 ]

<( x) = ∏
N

i =1

<( xi) (11)

其中 x = ( x1 , ⋯, xN) ∈RN .每个一维尺度函数都要满足容许

条件[7 ,8 ]

∫
∞

- ∞
<( x) dx = 1 (12)

我们可以构造这样的平移不变尺度核函数 :

K( x , x′) = ∏
N

i =1

<( xi - x′i) (13)

下面我们给出一个具体的尺度函数 :Shannon尺度函数[7 ]

<( x) =
sin ( px)

px
(14)

并用它来构造尺度核函数

K( x , x′) = ∏
N

i =1

sin p ( xi - x′i)
p ( xi - x′i)

(15)

其中 p > 0是用户自定义的参数 .实际上 ,尺度核函数式 (13)

就是一个带有平移项的多维尺度函数.我们能够证明式 (13)

满足平移不变核条件 (9) ,因为该每个一维尺度函数的 Fourier

变换为 :

<(ω) =
π/ p , - p Φω< p

0 , 　其他
(16)

采用尺度核函数的支撑矢量机的估计函数为 :

f ( x) = ∑
l

i =1

(α3
i -αi) ∏

N

j =1

sin p( xj - xj
i)

p ( xj - xj
i)

+ b (17)

其中 xj
i 表示第 i个训练样本的第 j个分量.由于尺度核的使

用 ,使得估计函数 (17)式有了另一种意义 :以多维尺度函数在

支撑矢量上的平移作为基函数 ,在尺度空间中寻找问题的最

佳逼近的尺度系数 ,即 Lagrange乘子α( 3 )
i .

4　仿真实验

　　为了验证尺度核函数的逼近性能 ,我们逼近一个一维的

分段函数 :

f ( x) =

- 21186 x - 121864 ,

41246 x ,

10e - 0105 x - 015sin ( (0103 x + 017) x) ,

- 10 Φ x < - 2

- 2 Φ x < 0

0 Φ x Φ10

(18)

和一个二维函数

f ( x) = ( x2
1 - x2

2) sin (015 x1) (19)

我们采用文[9 ]中所定义的逼近误差 :

δ=
∑l

i = 1 ( yi - f i)
2

∑l
i = 1 ( yi - �yi)

2 ,且 �y =
1
l ∑

l

i = 1
yi (20)
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图 1　尺度核对一维函数的　图 2　高斯核对一维函数的

逼近曲线 逼近曲线

其中 y表示原函数值 , f 表示逼近值.

我们用支撑矢量机对这两个函数进行逼近.为了便于比

较 ,我们分别采用了高斯核和尺度核函数作为支撑矢量核.高

斯核是迄今为止找到的最佳支撑矢量核 ,因为经高斯核映射

后的特征空间是无穷维的.高斯核的表达式如下

K( x , x′) = exp ( -
‖x - x′‖2

2 p2 ) (21)

其中 , p > 0是用户自定义的参数 .

对函数式 (18)的实验结果见表 1以及图 1—2.图 1是尺

度核对一维函数逼近结果 ,图 2是高斯核的逼近结果 .图中实

线表示原函数 ,虚线表示逼近曲线.图 3是二维函数 (19)的曲

线.图 4和图 5分别是尺度核和高斯核函数对二维函数的逼

近曲线.对二维函数逼近的结果见表 2.

从我们的实验结果来看 ,采用尺度核函数得到的逼近误

差和采用高斯核得到的逼近误差有相同的数量级 ,这说明尺

度核和高斯核在逼近能力上是相似的.也验证了这里所构造

的尺度核的确是一种可容许支撑矢量核.

图 3　原函数曲线　　　　　　图 4　尺度核对二维函数的逼近曲线　　　　　图 5　高斯核对二维函数的逼近曲线

表 1　对一维函数的的逼近结果

核函数 核参数 p 迭代次数 逼近误差
尺度核 019158 2000 010768
高斯核 11000 2000 010760

表 2　对二维函数的的逼近结果

核函数 核参数 p 迭代次数 逼近误差
尺度核 013 2000 010171
高斯核 219 2000 010320

5　结论

　　本文给出了以多维尺度函数为核函数的支撑矢量机方

法 ,由于我们可以构造足够大的尺度空间 ,这个空间达到几乎

与 L2 ( R)空间重合 ,那么在该尺度中所取的一组完备的尺度

函数基 ,就可以看成是 L2 ( R)空间上的一组完备的基.这样

L2 ( R)空间的任意函数均可以被这组基线性表出.对于一般

的模式识别问题和回归分析 ,所要逼近的函数一般是定义域

有限的 ,所以他们都可以看成是属于 L2 ( R)空间的.这样我们

可以得到如下的结论 :对于尺度核函数 ,不管是分类支撑矢量

机 ,还是回归支撑矢量机 ,在理论上它们都可以以任意精度逼

近分界面或目标曲线 ,同时又因为支撑矢量机本身的算法保

证了支撑矢量机的优化不仅收敛而且能够收敛到最优解上 ,

从而保证了尺度核函数支撑矢量机的收敛性.

在本文中 ,我们以 Shannon尺度函数为例 ,一方面是因为

Shannon尺度函数具有平移正交性 ,同时因为 Shannon尺度函

数具有理想的频域低通性 ,通带幅度恒定 ,阻带为 0.经过时

移 ,这种低通性就变成了带通性 ,所以 Shannon尺度核函数支

撑矢量机在信号处理中也将会有很好的运用.但是由于 Shan2
non尺度函数在时间上虽衰减较快 ,但不是严格的局域函数 ,

在远离中心处仍有一定幅度的振荡 ,所以若需以很高的精度

逼近一个局域函数 ,效率不是很高.在实际运用中 ,我们可根

据不同需要 ,选用不同的尺度核函数.我们的仿真结果证实了

以上得到的结论.
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